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СУММЫ АБЕЛЯ – ПУАССОНА СОПРЯЖЕННЫХ РЯДОВ ФУРЬЕ – ЧЕБЫШЕВА 
И ИХ АППРОКСИМАЦИОННЫЕ СВОЙСТВА
Аннотация. Изучаются аппроксимационные свойства сумм Абеля – Пуассона рациональных сопряженных ря-
дов Фурье по системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова, а также исследуются приближения данным ме-
тодом сопряженных на отрезке [–1,1] функций с плотностью | ,  (1, 2)| .sx s ∈  Приведены результаты, относящиеся 
к исследованиям полиномиальных и рациональных приближений сопряженных функций. Проводится построение 
сопряженного ряда Фурье по одной системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова. Устанавливается инте-
гральное представление приближений сопряженных на отрезке [–1,1] функций изучаемым методом, найдены асим-
птотически точные верхние грани уклонений сопряженных сумм Абеля – Пуассона на классах ( ) [ 1,1 ],  (0,1 ],H g - g ∈  
сопряженных функций ˆ ,f  когда функция f удовлетворяет на отрезке [–1,1] условию Липшица порядка , (0,1 ],g g ∈  
а также изучены приближения сопряженными суммами Абеля – Пуассона сопряженных функций с плотностью
| ,  (1, 2),| sx s ∈  на отрезке [–1,1]. Получены оценки приближений, асимптотическое выражение мажоранты прибли-
жений при r → 1. Найдено оптимальное значение параметра, при котором обеспечивается наибольшая скорость убы-
вания мажоранты. Как следствие полученных результатов подробно исследована задача приближения сопряженной 
функции с плотностью | | , 0,sx s >  суммами Абеля – Пуассона сопряженных полиномиальных рядов по системе 
многочленов Чебышева первого рода. Установлены оценки приближений, а также асимптотическое выражение ма-
жоранты приближений. Работа носит как теоретический, так и прикладной характер. Возможно применение при 
чтении спецкурсов на математических факультетах и для решения конкретных задач вычислительной математики.
Ключевые слова: ряд Фурье – Чебышева, сопряженный ряд, суммы Абеля – Пуассона, сопряженная функция, 
приближения, условие Липшица, асимптотические оценки
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THE ABEL – POISSON MEANS OF CONJUGATE FOURIER – CHEBYSHEV SERIES  
AND THEIR APPROXIMATION PROPERTIES
Abstract. Herein, the approximation properties of the Abel – Poisson means of rational conjugate Fourier series on the 
system of the Chebyshev–Markov algebraic fractions are studied, and the approximations of conjugate functions with density 
| ,  (1, 2),| sx s ∈  on the segment [–1,1] by this method are investigated. In the introduction, the results related to the study of 
the polynomial and rational approximations of conjugate functions are presented. The conjugate Fourier series on one system 
of the Chebyshev – Markov algebraic fractions is constructed. In the main part of the article, the integral representation of 
the approximations of conjugate functions on the segment [–1,1] by the method under study is established, the asymptotically 
exact upper bounds of deviations of conjugate Abel – Poisson means on classes of conjugate functions when the function 
satisfies the Lipschitz condition on the segment [–1,1] are found, and the approximations of the conjugate Abel – Poisson 
means of conjugate functions with density | ,  (1, 2),| sx s ∈  on the segment [–1,1] are studied. Estimates of the approximations 
are obtained, and the asymptotic expression of the majorant of the approximations in the final part is found. The optimal value 
of the parameter at which the greatest rate of decreasing the majorant is provided is found. As a consequence of the obtained 
results, the problem of approximating the conjugate function with density | ,  (1, 2),| sx s ∈  by the Abel – Poisson means of 
conjugate polynomial series on the system of Chebyshev polynomials of the first kind is studied in detail. Estimates of the 
approximations are established, as well as the asymptotic expression of the majorants of the approximations. This work is 
of both theoretical and applied nature. It can be used when reading special courses at mathematical faculties and for solving 
specific problems of computational mathematics.
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Введение. Ряд задач математики и физики приводят к интегралам с ядром типа Коши, взя-





1 ( )ˆ ( ) , [ 1,1],
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где интеграл в правой части понимается в смысле главного значения по Коши [1], причем требует-
ся, чтобы функция f(t) удовлетворяла на отрезке [–1,1] условию Липшица порядка 0 1< g ≤  [2, 3]. 
Преобразование ˆ ( )f x  можно также рассматривать как один из вариантов определения со-
пряженной функции с функцией f, заданной на отрезке [–1,1]. Действительно, пусть функция f(x) 
суммируема с весом 2 1/2(1 )x --  на отрезке [–1,1]. Тогда, следуя П. Л. Бутцеру и Р. Л. Штэнсу [4, 
с. 56], ˆ ( )f x  может быть представлена следующим образом:
1
21 0 1 1
( ) ( )2ˆ ( ) lim , , [ 1,1 ].
1
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Заметим, что суперпозиция ˆ (cos )f θ  выражается через функцию, тригонометрически сопряжен-
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Этот результат содержится, напр., в [5], см. также лемму 1 из [6]. 
Задачи, связанные с исследованиями сопряженных функций, отражены в работах матема-
тиков по теории функций, среди которых И. И. Привалов [7, 8], А. Н. Колмогоров [9], М. Рисс 
[10, 11]. Одной из задач теории аппроксимации является поиск взаимосвязей между наилучшими 
приближениями функций и их сопряженных [12, 13]. Этой задаче посвящены недавние исследо-
вания белорусских математиков (см. напр., [6]). Аппроксимации сопряженных функций вида (1) 
на отрезке [–1,1] алгебраическими многочленами, когда плотность f(t) принадлежит различным 
функциональным классам, подробно изучена в работах В. П. Моторного (см., напр., [5]). 
В [14] найдены сравнительные порядковые оценки для рациональных приближений взаимно 
сопряженных в смысле Гильберта функций действительной переменной в пространстве непре-
рывных 2π-периодических функций.
Одной из первых работ, где рассматриваются приближения непрерывных функций сумма-
ми Абеля – Пуассона, является статья И. П. Натансона [15], в которой установлено асимпто-





ций, удовлетворяющих условию Липшица порядка , (0,1 ],α α∈  с константой, равной единице. 
А. Ф. Тиман [16] получил более точный результат, уточнив остаточный член в асимптотическом 
равенстве И. П. Натансона. Полное асимптотическое разложение верхних граней уклонений на 
классе (1)2H π  было получено Э. Л. Штарком [17]. В. В. Жук [18] получил оценки сверху уклонений 
сумм Пуассона от функций 2f C π∈  в терминах моделей непрерывности. 
Для функций [ 1,1 ]f C∈ -  точные верхние грани отклонений сумм Абеля – Пуассона на клас-
сах ( )[ 1,1 ],  (0,1 ],H α - α∈  были установлены Ю. И. Русецким [19]. Т. В. Жигалло [20] уточнила 
остаточный член в асимптотической формуле, полученной Ю. И. Русецким. 
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Первые асимптотические выражения верхних граней уклонений сумм Абеля – Пуассона 
сопряженных рядов Фурье на классах ( )2H
α
π  сопряженных 2π-периодических функций были 
установлены в работе Б. Надя [21]. В. А. Баскаков [22] получил полные асимптотические разло-
жения по степеням ln1 r  точных верхних граней уклонений сопряженного интеграла Абеля – 
Пуассона на классах сопряженных функций 2ˆ ,f C π∈  удовлетворяющих условию Липшица по-
рядка 0 1.< α ≤  Полные асимптотические разложения верхних граней уклонений сопряженного 
интеграла Абеля – Пуассона на классах rW∞  и точные их значения в равномерной и интегральной 
метриках представлены в работах К. Н. Жигалло[23] и Ю. И. Харкевича [24].
А. А. Китбалян [25] предложил подход к построению сумм Абеля – Пуассона тригонометри-
ческих рядов Фурье и им сопряженных по системе рациональных 2π-периодических функций, 
введенных М. М. Джрбашяном [26]. В частности, был установлен ряд теорем о сходимости при 
1 0r → −  сумм Абеля – Пуассона к функции ( , ), 1.pf L p∈ −π π >  
В [27] были построены и исследованы ряды Фурье на отрезке [–1,1] по одной системе алгеб-
раических дробей Чебышева – Маркова, которая является обобщением классической системы 
полиномов Чебышева первого рода. В частности, был построен интеграл Дирихле и изучены его 
аппроксимационные свойства в приближениях некоторых индивидуальных функций. 
Одним из дальнейших результатов данных исследований стало построение сопряженного 
ряда Фурье по системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова и исследование аппрокси-
мационных свойств его частичных сумм в приближениях сопряженных на отрезке [–1,1] функ-
ций (1), когда плотность f(t) имеет степенную особенность [28].
Целью настоящей работы является изучение аппроксимационных свойств классического ме-
тода построения сумм Абеля – Пуассона рациональных сопряженных рядов Фурье по системе 
алгебраических дробей Чебышева – Маркова. Представляет интерес получить аналоги теорем 
о приближении на классах ( )[ 1,1 ]H α −  сопряженных на отрезке [–1,1] функций, изучить точные 
верхние грани уклонений сопряженных сумм Абеля – Пуассона на этих классах, а также иссле-
довать приближения индивидуальных функций изучаемым методом суммирования.
1. Сопряженные суммы Абеля – Пуассона. Напомним основные сведения о рядах Фурье по 
системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова. Алгебраическая косинус-дробь Чебышева – 
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и при a = 0 представляет собой классический полином Чебышева первого рода. Система алге-
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Функции f(x), четной и абсолютно суммируемой с весом ρ(x,a) на отрезке [–1,1], поставим в соот-
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Сопряженным c рядом Фурье (4) будем называть ряд 
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2nc  определена в (4).
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Ряд (6) сходится равномерно по переменной [ ]1,1x∈ −  при (0,1 ).r∈  
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– сопряженное ядро Пуассона. Преобразуем его. Известно [27], что для алгебраических дробей 
Чебышева – Маркова первого и второго рода соответственно имеет место представление
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Используя формулу суммы геометрической прогрессии, находим, что
2
2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ˆ (cos , cos ) ,
4 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( ) 1 ( ) ( )r
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где 1( ) ( ).π ⋅ = π ⋅  Тогда в (9), с учетом выполненных замен переменных, получим
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Разбивая последний интеграл на два интеграла, после соответствующих преобразований не-
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Используя известное равенство [28, с. 121]
 




in u v π ζϕ =
π ξ  
(12)
где φ(u,v) из (8), после несложных преобразований приходим к представлению (7). Теорема 1 до-
казана.
С л е д с т в и е  1. Для сумм Абеля – Пуассона сопряженного ряда Фурье по системе полино-
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Представление (13) сумм Абеля – Пуассона сопряженного классического тригонометрического 
ряда Фурье для функции (cos )f u  содержится в [24].
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2. Приближения сопряженными суммами Абеля – Пуассона. Изучим приближения сопря-
женными суммами Абеля – Пуассона (6) при r → 1 сопряженных функций вида (1). 
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где φ(u,v), λ(v) из (8) и интеграл справа понимается в смысле главного значения по Коши.
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С учетом равенства (12) интеграл справа приводится к виду
2
2








π ζ + π ξ
= - λ ζ = ξ = =
π π ζ - π ξ∫
Последний интеграл разобьем на два интеграла по промежуткам [ 2, 0]-π  и [0, 2].π  В первом из 
них выполним замену переменного по формуле .v v-  Тогда
2
0
( ) ( ) ( ) ( )ˆ ( ) (cos ) ( )
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ig x f v v dv
π
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π
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где 2 2( ), ( )M N⋅ ⋅  – соответственно косинус-дроби и синус-дроби Чебышева – Маркова второго 





2 1 ( )ˆ ( ) , [ 1,1],
1






Из (1) при условии четности f(t) и последнего интегрального представления находим, что 
ˆˆ ( ) ( ).g x f x=  Теорема 2 доказана.
Введем следующие обозначения:
 
ˆ ˆˆ ( , , ) ( ) ( , ), [ 1,1].r f x f x f x r xε α = - ∈ -  (17)
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π - ϕ + ϕ∫
 
(18)
где φ(u,v), λ(v) из (8), (0,1 ),  cos , [0,1). r x u∈ = α∈  
З а м е ч а н и е  2. Положив в (18) значение параметра α = 0, придем к приближениям сопря-
женной функции (1) с четной плотностью f(t) суммами Абеля – Пуассона сопряженного ряда 





(1 ) cos( )ˆ ( , , 0) (cos ) , cos .
1 2 cos 2( ) sin( )r
r v uf x f v dv x u





ε = - =
π - - + -∫
Последнее представление содержится, напр., в [23].
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3. Приближения на классах ( )[ 1,1 ],  (0,1 ].H g - g ∈  Рассмотрим класс ( )[ 1,1 ],  (0,1 ],H g - g ∈  со-
пряженных функций ˆ ,f  определяющихся интегралом (1), когда функция f удовлетворяет на от-
резке [–1,1] условию Липшица, порядка , (0,1 ],g g ∈  с константой, равной единице, т. е. условию
1 2 1 2 1 2| ( ) ( ) | | | , , [ 1,1 ].f x f x x x x x
g- ≤ - ∈ -
Изучим асимптотическое поведение верхних граней
 ( )
( )
ˆ [ 1, 1]
ˆ ˆ( , ) sup | ( ) ( , ) |r
f H







уклонений сопряженных сумм Абеля – Пуассона от функции ( )ˆ ( ) [ 1,1 ],   (0,1 ].f x H g∈ - g ∈
Отметим, что в нашем случае при каждом значении , (0,1 ),r r ∈  могут выбираться соответ-









и учитывать его в дальнейшем.
Следующая теорема устанавливает асимптотическое поведение величины (19).
Те о р е м а  3. Для приближений на классах ( )[ 1,1 ],   (0,1 ],H g - g ∈  при 1,  0 1,r r→ < ≤  равно-
мерно относительно [ 1,1 ]x∈ -  справедливы асимптотические равенства
 
2 2
( ) ( )1 1 (1 ) 1 (1 )( , ) ( ), (0,1 ),
( ) ( )sin
2
r r












1 (1 ) 1 (1 )( , ) ( ), 1,
( ) ( )r r
x r x rx O x
u u
 - - - -













| |(1 ) ( )ln , , 1.










   -   g ∈    λ   d = 









1 1 1( 1) , (0,1 ),
sin











    - -d ± = g ∈   πg ββ   

  - β - - α










   
(24)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Учитывая легко проверяемые равенства
( )2 4 24
( ) ( )
cos ( , ) (1 2 cos 2 )cos( ) 2 sin 2 sin( ) ,
1
u v
u v u v u u v u
λ λ
ϕ = + α + α - - α -
- α
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sin ( , ) sin( ) ( ) ( ),u v v u u vϕ = - λ λ
где φ(u,v), λ(v) определены в (8), а также воспользовавшись соотношением (14), из (18) получим




1 ( )cos( )ˆ ( , , ) (cos ) (cos )
( ) 1 ( ) ( )sin ( ) sin( )r
v v u dvf x f v f u





ε α = - - +




4 2 2 2
2
2 sin 2 ( ) 2(cos ) (cos ) , , cos .





u v dv rf v f u R x u





+ - = =
- α π + λ λ - -∫
В силу π-периодичности подынтегральных функций обоих интегралов по переменной интегри-
рования, придем к представлению




1 ( )cosˆ ( ,  ,  ) cos( ) (cos )
( ) 1 ( ) ( )sin sin

            
r
t u tdtf x f t u f u
u R u t u t t
 




( )coscos( ) (cos )
1 ( ) ( )sin sin
 
         

t u tdtf t u f u






2 sin 2 ( )cos( ) (cos )
(1 ) 1 ( ) ( )sin

          

u t u dtf t u f u






( ) 2cos( ) (cos ) , , cos .
1
 
1 ( ) ( )sin
t u dt rf t u f u R x u
R u t u t r
π 







1 ( )cosˆ| ( , , ) | | cos( ) cos |
( ) 1 ( ) ( )sin sinr
t u tdtf x t u u











( )cos|cos( ) cos |
1 ( ) ( )sin sin
t u tdtt u u










2 | sin 2 | ( )| cos( ) cos |
(1 ) 1 ( ) ( )sin
u t u dtt u u










( ) 2|cos( ) cos | , ,   cos .
1 ( ) ( )sin 1
t u dt rt u u R x u




λ - + - - = =+ λ λ - -
∫
С другой стороны, это неравенство обращается в точное равенство для функции ( ) | | ,xf y x y
g= -  
которая, очевидно, принадлежит классу ( )[ 1,1 ].H g -  Следовательно,
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 [ ] [ ]
( )
1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,r x I u r I u r I u r I u r






1 ( )cos( ,  ) |cos( ) cos | ,
( ) 1 ( ) ( )sin sin

     
     
t u tdtI u r t u u
u R u t u t t  
2 2
2 4 2 2
0
2 | sin 2 | ( )( , ) |cos( ) cos | .
(1 ) 1 ( ) ( )sin
u t u dtI u r t u u
R u t u t
π
gα λ ±± = ± -
- α π + λ λ ±∫
Исследуем асимптотическое поведение каждого из интегралов при r → 1 в зависимости от 






1 ( )cos( , ) sin sin 2cos sin , cos .
( ) 2 1 ( ) ( )sin sin
t t u tdtI u r u t u x u
u R u t u t t
π
g λ ±
± = ± =
λ π + λ λ ±∫
Учитывая, что
| | | | | | , [ 1,1 ],A B A Bg g g± = +θ θ∈ -
получим
 1 3 4( , ) | sin | ( , ) 2 | cos | ( , ), cos , (0,1 ),  I u r u I u r u I u r x u r




3 2 2 1
0
1 ( )cos( , ) ,
( ) 1 ( ) ( )sin sin
t u tdtI u r










1 sin ( / 2) ( )cos( , ) .
( ) 1 ( ) ( )sin sin
t t u tdtI u r




λ π + λ λ ±∫
Проведем исследование каждого из двух интегралов по отдельности. Нетрудно заметить, что 
их асимптотическое поведение при r → 1 зависит исключительно от значений, принимаемых 
переменной интегрирования в непосредственной близости нуля. В этом случае для произвольно 
малого ε > 0 интеграл I3(u,r) примет вид
( ) ( )
2
3 2 2 2 1 2 2 1
0
1 cos 1 ( )cos( , ) .
( )1 ( )sin sin 1 ( ) ( )sin sin
tdt t u tdtI u r











2 22 2 1
1 ( )cos ( ) ,
( ) ( )1 ( ) ( )sin sin
t u tdt c






λ π λ π+ λ λ ±∫
где c(ε) – некоторая величина, зависящая от ε, но не зависящая от u и R, заключаем, что второй 
интеграл имеет порядок 





  -  →  λ  
В первом интеграле выполним замену переменного по формуле ( )sin .R u t tλ   Тогда
2( )sin 1 2
3 2
0
1 1( , ) , 1.
[ ( )] 1 ( )
R u t dt rI u r O r
R u t u
λ ε g-
g
  - = + →  π λ + λ  
∫
















(1 ) 1( ,  ) , (0,1  ], 1.




             




Исследуем интеграл I4(u,r). Перепишем его в виде
( )
2
4 2 2 2 2 1 2
0
1 ( )cos( , ) .
2 ( ) cos ( / 2) 1 ( ) ( )sin sin
t u tdtI u r
u t R u t u t t
π
g g - g
λ ±
=
λ π + λ λ ±∫
Рассуждая совершенно аналогичным образом, как в случае с интегралом I3(u,r), заключаем, что 
 
2( )sin 2 1 2
4 2 2 2
0
1 1( , ) , 1.
2 [ ( )] 1 ( )
R u t dt rI u r O r
R u t u
λ ε g-
g g





















1 ln 1 ( )sin ~ ln ( ), 1.
1 2
R u tdt R u R u r
t
λ ε
= + λ ε λ →
+∫




1 1 1 , (0,1 ),
2sin 2 ( ) ( )
( , )
1 1 ( ) 1ln , , 1.






g     - -  + g ∈    πg λ λ      = 
     - λ - + g =     π λ - λ       
(29)
Из (27) и (29) в (26) придем к выражению 






( )1 1 (1 ) 1 (1 ) , (0,1 ),
( ) ( ) 22sin
2( , )
( )1 (1 ) 1 (1 ) , 1,
2 ( ) ( ) 2
r
r
xx r x ro
u u
I u r
xx r x rO
u u
g g
g      d- - - -  + + g ∈       πg  λ λ     ± = 
   d- - - - + + g =   λ λ   
(30)
где ( ) ( )r x
gd  определена в (23).
Рассмотрим теперь интеграл I2(±u,r). Применив аналогичные рассуждения, что и при иссле-




2 5 2 64
2 | sin 2 |( , ) | sin | ( , ) 2 | cos | ( , ) , cos ,
(1 )
uI u r u I u r u I u r x ug g gα± = + θ =
- α π  
(31)
для некоторого 2 ( 1,1  ),    где
22 2
5 62 2 2 2
0 0
( ) sin ( / 2) ( )( , ) sin , ( , ) .
1 ( ) ( )sin 1 ( ) ( )sin
t u dt t t u dtI u r t I u r
R u t u t R u t u t
π π
g
g λ ± λ ±= =
+ λ λ ± + λ λ ±∫ ∫
Используя методы исследований из работы [21], заключаем, что равномерно по [0,1 ), [0,1 )r ∈ α∈  
и [0, 2]t ∈ π  при выполнении условия (20)
2
2 2 2 2 2
sin ( ) ( ) (1 ) .
1 ( ) ( )sin 1 ( ) ( )
t t u t u rO
R u t u t R u t u
g g  λ ± λ -
- =  + λ λ ± + λ λ 
Применив последнее соотношение к интегралу I5(u,r), получим
( )
2 2 2 22 2
5 2 2 2 1 2
0 0
(1 ) ( ) (1 )( , ) ( ) , 1.
1 ( ) ( ) [ ( )] 1 ( )
R u
t dt r u t dt rI u r u O O r





   - λ -
= λ + = + →   + λ λ λ + λ   
∫ ∫





( ) (1 )( , ) ([ ( )] )
[ ( )] 1 ( )
u t dt rI u r O R u O




   λ -






( )(1 ) (1 ) , 1.
( )2cos [ ( )]
2




 πλ - -
= + → πg λ λ
 
(32)




(1 ) ( ) (1 )( , ) ln , 1.
( ) 1 ( )
r u rI u r O r
u r u
 - λ -
= + → λ - λ   
(33)





( ) 1 (1 ) , (0,1 ),
( ) ( )2cos
2( , )
1 ( ) (1 )( ) ln , , 1.




r u ru O
u r u
g+   πλ - -
+ g ∈   πg λ λ    = 
   - λ -λ + g =   λ - λ     
(34)
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Наконец рассмотрим интеграл I6(u,r). Известными рассуждениями он приводится к виду
( )
2 2 22
6 2 1 2
0
( ) (1 )( , ) , 1.
[ ( )] 1 ( )
R u
u t dt rI u r O r






= + → λ + λ 
∫




6 2 1 2
0
( ) (1 )( ,  ) [ ( )]




               

u t dt rI u r O R u O





( )(1 ) (1 ) , 1.
2cos [ ( )] ( )




 πλ - -
= + → πg λ λ   
(35)




(1 ) ( ) (1 )( , ) ln , 1.
( ) 1 ( )
r u rI u r O r
u r u
 - λ -
= + → λ - λ   
(36)







( ) (1 )( , ) , 1.
[ ( )] ( )
R u

















( ) 1 (1 ) 1, 0, ,
2cos ( ) ( ) 2
1 ( ) (1 ) 1( , ) ( ) ln , , ,
( ) 1 ( ) 2








g+   πλ - -  + g ∈     πg λ λ      

  - λ -= λ + g =   λ - λ   
  -   g =    λ     
(38)










| | 1 (1 ) ( ), (0,1 ),
( )2cos4 ( ) 2( , )
1




x x r x
u
uI u r




  - - + µ g ∈  πg λ α λ ± = 
- α   - - λ + µ g =   π λ -   
(39)
где величины ( ) ( )r x
gµ  равномерно зависят от [ 1,1 ],   (0,1 ),   [0,1 ),   (0,1 ]x r∈ - ∈ α∈ g ∈  и имеют 
больший порядок малости в сравнении с главными частями соответствующих асимптотических 
разложений. 
Из (30) и (39), заключаем, что 
2 1( , ) ( ( , )), 1,I u r o I u r r± = ± →
равномерно по [ ]1,1 ,  cos .x x u∈ - =  Следовательно, в (25)
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( )( ) 1 1( , ) 2 ( , ) ( , ) , 1, (0,1 ], r x I u r o I u r rg α = ± + ± → g ∈
и приходим к (21) и (22). Из (25) и (29) следует (24). Теорема 3 доказана.
З а м е ч а н и е  3. В отличие от уже известных асимптотических выражений верхних граней 
уклонений сопряженных сумм Абеля – Пуассона на классах ( ) ,H g  (см., напр., [23]), правые части 
соотношений (21) и (22) существенным образом зависят от положения точки x на концах отрезка 
[–1,1], а также от полюсов аппроксимирующей функции. Причем скорости приближений на кон-
цах отрезка выше, чем в целом на отрезке. 
4. Приближения сопряженной функции с плотностью | .|sx  Изучим приближения сумма-
ми Абеля – Пуассона (6) индивидуальных сопряженных функций. 
Пусть на отрезке [–1,1] задана функция .,  0| |sx s >  Из (1) следует, что функция, сопряженная 
к ней, задается соотношением
12
2 2| | 2
0











где интеграл понимается в смысле главного значения по Коши. Отметим. что при x = 0 послед-
ний интеграл существует при выполнении условия s > 1. Это замечание будем учитывать в даль-
нейшем.





2 1 2 212
2 2 4 2 4 2
0 2
(1 ) 1 ( )(1 )sin 2ˆ (| | , , ) sin ;




t t r t dtr u sx
t u t r t M x r t
-
-
- - χ- π
ε ⋅ α =
















r u sx I r s I r s-
- π







2 2 1 2 2 2 1 2 21
1 22 22 2
0
(1 ) 1 ( ) (1 ) 1 ( )
( , , ) , ( , , ) ,
1 ( ) 1 | ( ) |
s s s st t r t t t r t
I r s dt I r s dt
r t r t
- - -α
α
- - χ - - χ
α = α =
- χ - χ
∫ ∫
2 ( )M x  – косинус-дробь Чебышева – Маркова второго порядка, cos ,x u=
 
2 2





- α  
(43)
Оценка (41) является точной. Равенство достигается при x = 0, а также на концах отрезка.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Известно (см., напр., [29, с. 403]), что суммы Абеля – Пуассона и ча-




ˆ ˆ( , ) (1 ) ( , ), 0 1, ( 1,1 ). n n
n
f x r r r s f x r x
+∞
=
= - < < ∈ -∑





ˆˆ ( , , ) (1 ) ( , , ), 0 1, ( 1,1 ), [ 1,1], nr n
n
f x r r f x r x x
+∞
=
ε α = - d α < < ∈ - ∈ -∑
 
(44)
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где 2ˆ ( , , )n f xd α  – приближения сопряженных функций (1) частичными суммами сопряженных 
рядов (5). С другой стороны, известно [28], что 
1 2 1 2 2 2 2
2 1 2 2 2 2 2 2
0





s n n n
n s




 - π - + ξ α ξ + α




где π(ξ) из (10), χ(t) из (43), e ,  cos .iu x uξ = =
Подставив последнее интегральное представление в (44) и поменяв порядок интегрирования 

















ε α = ξ = =
π - α∫  
(45)
где
2 2 2 2
2 2
2 2 2 2
0 0
1ˆ ( , ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ).
1
n n n n n n n n
r
n n




+ ξ α ξ + α
= - π ξ χ - - π ξ χ
ξ + + ξ∑ ∑
В выражении ˆ ( , )rP t x  находятся суммы геометрических прогрессий со знаменателями 





1( 1) ( ) ( ) ,
1 ( ) ( )






- χ π ξ =




1( 1) ( ) ( ) ,
1 ( ) ( )






- χ π ξ =
+ χ π ξ
∑
получим
( ) ( )
( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 4 2
2
(1 )(1 ) 1 ( ) ( ) ( )( ) 1 ( ) ( )
ˆ ( , ) , e , cos .
(1 )( ) 1
 
2 ( ) ( ) ( )
iu
r
t r t t r t
P t x x u
t t r t M x r t
+ α ξ + ξ + χ π ξ - ξ + α ξ + + χ π ξ
= ξ = =
+ ξ ξ + + χ + χ
После необходимых преобразований будем иметь
( )
( )
2 2 2 2
2 4 2 4 2
2
2 sin 2 (1 ) 1 ( )ˆ ( , ) , e , cos .
(1 2 cos 2 ) 1 2 ( ) ( ) ( )
 iur
i u t r t
P t x x u
t u t r t M x r t
- - α - χ
= ξ = =
+ + + χ + χ
Подставив последнее соотношение в (45), получим (40). Отметим, что ограничения на параметр 
(1, 2)s ∈  объясняются существованием интеграла в (40). 
Для доказательства второго утверждения настоящей теоремы в представлении (40) восполь-
зуемся хорошо известным неравенством
2 4 21 2 cos 2 1 , [0,1 ],   .t u t t t u+ + ≥ - ∈ ∈
Тогда
 
( )2 2 1 2 212
2 2 4 2
20
(1 ) 1 ( )(1 ) | sin 2 |ˆ| (| | , , ) | sin , cos .




t t r t dtr u sx x u
r t M x r t
- -
-
- - χ- π
ε ⋅ α ≤ =
π + χ + χ∫  
(46)
Нетрудно показать, что 




1 | ( ) |, (0, ),
1 2 ( ) ( ) ( )
1 ( ), ( ,1 ).
r t t
r t M x r t
r t t
 − χ ∈ α
+ χ + χ ≥ 
− χ ∈ α
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Из последней оценки приходим к (41), чем докажем второе утверждение теоремы 4.
Точность оценки (41) при x = 0, а также на концах отрезка проверяется непосредственно, если 
учесть, что приближения ˆ (| | , , )sr xε ⋅ α  в этих точках обращаются в нуль. Доказательство теоре-
мы 4 завершено.
В формулировке теоремы 4 положим значение параметра α = 0. Тогда величина 
(0)ˆ ˆ(| | , , 0) (| | , )s sr rx xε ⋅ = ε ⋅  – есть поточечные приближения сопряженной функции с плотностью 
| | ,  (1, 2),sx s∈  на отрезке [–1,1] суммами Абеля – Пуассона полиномиальных сопряженных рядов 
Фурье – Чебышева. 
С л е д с т в и е  2  (полиномиальный случай). Для величины (0)ˆ (| | , ), (0,1 ),  (1, 2), sr x r sε ⋅ ∈ ∈  на 
отрезке [–1,1] справедливы: 
1) интегральное представление
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2) оценка сверху
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5. Асимптотическое выражение мажоранты приближений. Изучим асимптотическое по-
ведение величины (42) при r → 1. С этой целью в интегралах, в ее правой части выполним заме-
ну переменного по формуле ( )2 3/2 1/2(1 ) / (1 ),   / (1 ) (1 ) .t u u dt du u u= − + = − + −  Тогда
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Те о р е м а  5. Для мажоранты ˆ (| | , )srε ⋅ α  при r → 1 справедливы асимптотические равен-
ства
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем каждый из интегралов, входящих в выражение (47) по от-
дельности. Изучим их асимптотическое поведение при r → 1. Дальнейшему доказательству тео-
ремы 5 предпошлем две леммы. 
Л е м м а  1. Справедливы асимптотические равенства
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Д о к а з а т е л ь с т в о. В интеграле 1( , , )I r sα  выполним замену переменного по формуле 
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приходим к (49). Лемма 1 доказана.





















Д о к а з а т е л ь с т в о. Выполнив в интеграле 2 ( , , )I r sα  предельный переход при r → 1 с вы-
полнением условия (20), сразу же приходим к (50). Лемма 2 доказана. 
Из (49), (50) и (47) приходим к (48). Теорема 5 доказана. 
С л е д с т в и е  3  (полиномиальный случай). Положив в формулировке теоремы 5 значение 
параметра α = 0, получим 
1






s rx x x r s
s
--
ε ⋅ ≤ - → ∈
π
Представляет интерес минимизировать правую часть соотношения (48) посредством выбора 
оптимального для этой задачи параметра α. Другими словами, искать наименьшую мажоранту 
приближений сопряженной функции с плотностью | | ,  (1, 2),sx s ∈  на отрезке [–1,1] сопряженны-
ми суммами Абеля – Пуассона (6). С этой целью положим
* *
(0, 1)
ˆ ˆ(| | , ) inf (| | , , ), (0,1 ).s sr rx x rα∈ε ⋅ = ε ⋅ α ∈
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Справедлива
Те о р е м а  6. Для заданного (1, 2)s ∈  имеют место асимптотические равенства
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(51)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Исследуем равенство (48). Очевидно, что при постоянных значениях 
параметра , (0,1 ),β β∈  порядок убывания правой части при r → 1 не отличается от полиномиаль-
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π β 
    
(52)
При каждом заданном (1, 2)s ∈  соответствующие значения величины, стоящей в квадратных 
скобках (52), имеют строгий минимум как функции переменного , (0,1 ].β β∈  Действительно, 
функция в квадратных скобках является непрерывно дифференцируемой по , (0,1 ].β β∈  
Естественно искать точку минимума этой функции по β там, где выполняется необходимое ус-
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При найденном оптимальном значении параметра, учитывая, что 1 ,  1,R r r- →  из (52) прихо-
дим к (51). Теорема 6 доказана. 
З а м е ч а н и е  4. Сравнивая результаты теоремы 6 и следствия 3, приходим к выводу, что 
при (1, 2)s ∈  специальным выбором параметра α = α(r) возможно добиться более высокой ско-
рости приближений сопряженной функции с плотностью | |sx  сопряженными суммами Абеля – 
Пуассона в сравнении с полиномиальным случаем. Данный результат отражает особенности ра-
циональной аппроксимации в равномерной метрике сопряженных функций с плотностью, име-
ющей степенную особенность. 
Заключение. Изучены аппроксимационные свойства сумм Абеля – Пуассона сопряжен-
ных рядов Фурье по одной системе алгебраических дробей Чебышева – Маркова. Установлено 
интегральное представление изучаемых сумм Абеля – Пуассона и приближений сопряженной 
функции на отрезке [–1,1] данным методом. Получены асимптотически точные верхние грани 
отклонений сопряженных сумм Абеля – Пуассона на классах ( )[ 1,1 ],  (0,1 ],H g - g ∈  сопряженных 
функций ˆ ,f  определяющихся интегралом (1), когда функция f удовлетворяет на отрезке [–1,1] 
условию Липшица, порядка ,  (0,1 ].g g ∈  Проведено исследование приближений сопряженной 
функции с плотностью | | ,  (1, 2),sx s ∈  изучаемым методом. Установлено интегральное представ-
ление и оценки сверху приближений, найдено асимптотическое выражение мажоранты прибли-
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жений, получено оптимальное значение параметра, обеспечивающее максимальную скорость 
убывания мажоранты. Следствием полученных результатов являются асимптотические оценки 
приближений сопряженной функции с плотностью | | ,  (1, 2),sx s ∈  суммами Абеля – Пуассона по-
линомиальных сопряженных рядов Фурье – Чебышева.
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